E. G. Kunze 24.07.2023

Studie zur Entstehung der Krafte in elektrischen
Maschinen”

1 Einleitung

Die Kréfte in elektrischen Maschinen werden durch stromdurchflossene Leiter in magnetischen
Feldern erzeugt. Ein Leiter der Lénge / mit dem Strom / erfihrt im Feld mit der Flu3dichte B, die
Lorenzkraft

F=B, 11 (1.1)
Da nun die Leiter des Rotors in den Maschinen vielfach in Nuten liegen und die FluBdichte in den
Nuten bekanntermallen deutlich geringer ist als das Feld B, der Maschine (Feld ohne Ankerstrom),
ist die Kraft auf genutete Leiter entsprechend geringer. Gleichwohl besteht Anla3 zu glauben, daf3
die vom Strom erzeugte Kraft die gleiche GroBe erreicht wie in Gl. 1.1. Fiir runde gerschlossene
Nuten konnte dies formal tatsdchlich nachgewiesen werden [6, 8]. Die geringere Kraft auf den
Leiter wird namlich ersetzt durch Feldkrifte, die auf das Eisen des Rotors wirken und durch die
sogenannte Maxwellsche Spannungen entstehen. Das sind mechanische Spannungen, die an
Grenzflachen mit unterschiedlicher Permeabilitdt im magnetischen Feld wirken.

Das Problem muf} genauer gefal3t werden, da die Felder bei genutetem Rotor nicht homogen sind.
Dazu sei das Bild 1 betrachtet.
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Bild 1.1: Idealisierter Fluverlauf im Nutbereich einer elektrischen Maschine

Durch die magnetische Erregung wird in den Polen ein magnetisches Feld mit der Fludichte B,
erzeugt. Der FluB tritt durch den Luftspalt in den Rotor {iber. Im Zahnbereich ist der Abstand
zwischen Pol und Rotor durch die Luftspaltbreite & gegeben. Weil der Abstand dort am geringsten
ist, ist die FluBdichte By am groBten. Im Nutbereich ist der Abstand wesentlich groBer, so dal3 sich
ein geringerer FluB} By einstellt. Diese Tatsache wird in der Praxis mit Hilfe des Carterschen
Faktors [7] berticksichtigt, durch den der physikalische Luftspalt in einen magnetisch wirksamen
umgerechnet wird nach der Beziehung

5 =k-6 (1.2)

Die Betrachtung von Bild 1.1 ist eine starke Vereinfachung. Wie sich die Fliisse aufteilen, und wie
ihr Verlauf iiber dem Umfang des Rotors aussieht, 146t sich nicht einfach beantworten. Es ist zum
Beispiel so, da3 die Feldlinien des Flusses nicht nur gerade verlaufen, sondern auch seitlich in die

Nuten hineingreifen. Sicher kann man aber sagen, dall B, # B, gilt und daB3 Bz nicht so genau zur
Verfligung steht.

" Auf Anregung von Fred Wiznerowicz, HS-Hannover und Hartmut Grabinski, Universitit Hannover
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Da sich die magnetischen Felder wegen ihrer Komplexitit in den meisten Fillen einer vollstandigen
analytischen Betrachtung entziehen, insbesondere dann, wenn die Magnetisierungskennlinie des
Eisens noch in Betracht zu ziehen ist, lassen sich nur fiir idealisierte Fille analytische Aussagen
treffen. In der neueren Ausgabe von Kiipfmiiller [2] wird eine schmale, geschlossene Nut
betrachtet. Dabei wird die Feldstdrkekomponente des Leiters als

1

H~— 1.3
> (1.3)

angenommen, wobei a die Nuthdhe ist.

Humburg [3] diskutiert das Problem anhand einer gew6hnlichen Nutform. Er kommt zu dem
Ergebnis, daB3 die Krifte auf die Nutenflanken nicht gro3 genug sind. Er rechnet mit der
Leiterfeldstérke

1
H 5 (1.4)
wobei b die Breite der Nut ist. Er geht davon aus, daB3 die Krifte iiberwiegend durch den Langszug
der Feldlinien entstehen.

Eckhardt [4] betrachtet auch gewdhnliche Nuten und sieht Zugspannungen iiberwiegend an den
Zahnkopfen angreifen, zieht es aber vor, die Kraft iiber die Luftspaltenergie zu berechnen. Dabei
ergibt sich, da3 der genutete Leiter die gleiche Kraft bewirkt wie der ungenutete, ndmlich die Kraft
nach GI. 1.1. Dabei wird mit der durch den Leiterstrom erzeugten Feldstirke

I
H~— 1.5
5 (1.5)

gerechnet, wobei ¢ die Luftspaltbreite darstellt.

Im Folgenden werden die unterschiedlichen Ansitze in idealisierter Form nachvollzogen, um
daraus, soweit moglich, Erkenntnisse iiber das Wesen der Kraftentwicklung zu gewinnen. Dazu
werden zunéchst die Grundlagen der mechanischen Spannung an Grenzflachen betrachtet.

2 Die Spannung auf Grenzflichen in Magnetfeldern

Die Energiedichte eines magnetischen Feldes ist bei Stoffen mit konstanter Permeabilitit gegeben

durch [2]

w:lB-H:lB-H (2.1)
2 2

Die Energiedichte w ist eine skalare Grof3e und hat die Einheit

[B-H|= YsA_Ws

2 3
m m m

Dies kann man aber auch als Kraft pro Flache schreiben:
Ws N
[B-H]="5=—%
mm
Nach dieser Interpretaion herrscht im magnetischen Feld ein Druck, d. h. Energiedichten haben die
Einheit des Drucks. Diese mechanische Spannung ¢ wird auch als Maxwellspannung bezeichnet.

An den Grenzflachen von Medien mit unterschiedlicher Permeabilitét subtrahieren sich die
mechanischen Spannungen [1]. Unabhéngig vom Feldverlauf wirken die Spannungen stets
senkrecht auf die Grenzflache. Es sei n;; der Normalenvektor auf einer Grenzfliache, der von einem
Gebiet mit der Permeabilitdt x; in Richtung eines Gebietes mit einer kleineren Permeabilitét u,
zeigt, dann wirkt die resultierende Spannung in Richtung von nj;.
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1
GIZZEBI'HI_BZ.Hz'nlz (2.2)
In dieser Form ist o), eine VektorgroBe. Bei x4 > u, zeigt die Spannung vom Gebiet 1 nach 2. Die
Richtung der Felder spielt dabei keine Rolle. In technischen Fragestellungen ist es aber manchmal

vorteilhaft, Tangential- und Normalkomponenten der Felder zu unterscheiden, d. h. man definiert
Spannungen mit Normalkomponenten

1
Gn = — 2.3
L= (2.3)
und mit tangentialen Komponente
; 1
G 12 :E|le -H,—-B, 'sz|'n12 (2.4)

Fiir die normalen und tangentialen Komponenten von B und H gelten die Stetigkeitsbedingungen

Bnl :an :Bn zuthl = /ulez Htl = th = Ht lulHnl = 'UZH

n

, sowie uH =B (2.5)

Damit erhilt Gl. 1.3 fiir die Normalkomponenten von folgende Form:

1 1 1 1 1
=% n(Hnl_an]'nlz:_an(___]'nlz (2.6)
M
Nach Auflosung des Betrages und mit und g > u, ergibt sich:
LY. Sy L (2.7)
2w,
Die Entwicklung fiir die Tangentialkomponenten folgt dem gleichen Schema:
. 1
G 12 :E(BtlHtl _Bzszz)'nlz (2.8)
und mit H,, = H,, = H, von Gln. 1.5:
. 1
G =5Hz(Bz1 _Bzz)'nlz (2.9)
Mit den Gln. 1.5 hat man:
g=Bo_Ba g B -tep,
H Ky H
und kann fiir Gl. 1.9 schreiben:
o' = ﬁ(B,l —&Bﬂj =Lty (2.10)
2\ m Hy 2

Die Gesamtspannung ist die Summen der Anteile der Gln. 2.7 und 2.10, die beide in Richtung von
nl12 weisen. Man erhilt:

1
6,=6,,,+6, = {ﬂl ﬂzB LT ﬂzB } (2.11)
HiH, ,U1
1 B’
G, = AT nz , ==y, (2.12)
2 HiH, 1

Die Richtung der mechanischen Spannung ist also stets senkrecht zur Grenzfldche. Daher
beschrinkt sich die weitere Betrachtung auf den Betrag der Maxwellspannung. Dabei soll der
hiufig vorkommende Fall einer Grenzfliche zwischen Eisen und Luft hervorgehoben werden. Fiir
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diesen Fall ist u, = 1, die Permeabilitdt von Eisen mit der relativen Permeabilitit pr und

U, = p, derjenigen von Luft. AuBerdem wird die Schreibweise B, =B, ., =B, und B, =B,
verwendet.

Fiir Gl. 1.12 ergibt sich damit:

1 - B,.’

G, :_/uFe:uO Hy BnFez +ﬂ0i (213)
2 Hpofoky H,Ho

und schlieBlich
1, —1 B’

6., _ Lt Hpe 1 B”Fe2 +2re Loy (2.14)
2 fp Hre

An GI. 2.14 ist zu erkennen, daBl Tangentialkomponenten der Felder um den Faktor 1/ug. schwécher
wirken als die Normalkomponenten.

Im Nachfolgenden werden die Kréfte abgeschétzt, die durch die Flichenspannung auf die Seitenfla-
chen von Nuten in elektrischen Maschinen wirken, die stromdurchflossene Leiter fiihren.

Bei der Betrachtung soll es um das Prinzip gehen. Der nichtlineare Zusammenhang zwischen FluB3-
dichte und Feldstirke im Eisen sowie die genaue Beschaffenheit des Feldes bleiben unbeachtet.
Hier sollen idealisierte Annahmen gentigen.

Die Betrachtung ist auch nicht neu. Ergebnisse werden in [2] angeboten filir schmale Nuten. In [3]
wird das Problem der Krafterzeugung mit Hilfe der Flichenspannungen diskutiert. Die Arbeit [4]
erwahnt auch die magnetischen Spannungen und die daraus resultierenden Krifte, berechnet diese
aber aus der magnetischen Energie im Luftspalt der Maschine. Die Arbeit [6] liefert eine analyti-
sche Losung fiir runde, geschlossene Nuten, allerdings fiir konstante Permeabilitét.

3 Berechnung der Nutenkraft nach Kiupfmiiller

Bei Kiipfmiiller [2] wird die Kraft auf Nut und Leiter ndherungsweise fiir eine schmale geschlos-
sene Nut berechnet. In &lteren Auflagen des Buches ging man noch von offenen Nuten aus.

Das Bild 3.1 zeigt einen Auschnitt aus einen Rotor mit geschlossenen Nuten. In den Nuten liegen
rechteckformige Leiter, die vom Strom / durchflossen werden. Fiir den Umlauf um den mittleren
Leiterstrom, der hier voll im Eisen gewéhlt wurde, gilt nach dem Durchflutungsgesetz:

§Hds=1=Ha+Hpb+Ha+Hp (3.1)

Wegen B =y, u,H , mit up, als relativer Permeabilitit des Eisens, kann man auch schreiben

Ue ol =Ba+Bb+Ba+Bb (32)

Vereinfachend wird angenommen, daf3 die FluBdichten im Umlauf gleich sind.
Bl:Br:Bu:BU:BUmlauf (33)

Mit dieser Annahme, die zutreffen diirfte, wenn die Nutiiberdeckung nicht zu schmal ist, ergibt sich

2(a + b)BUmlauf = ﬂFeﬂOI

Hpeto!
B = [Felf0” 34

Umlauf 2(61 +b) ( )
In Anlehnung an die Vorgehensweise in [2] kann man wie folgt verfahren:
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Das Feld Brder Maschine hat in den Zéhnen die Grof3e By. Diese FluBdichte wird von Buyimiaur
iiberlagert. An den Zahnflanken stellen sich dann links und rechts folgende tangentiale FluBdichten
ein:

I

Bild 3.1: Felder bei geschlossener Nut

HreHo
B, =B,+B =B, + I 35
tl 0 Umlauf 2(a +b) ( )
IuFeIUO
B, =By — By = By — 0] 3.6
tr 0 Umlauf 0 2(a + b) ( )

1 /ch 1 1 BtFe2
2 HreHy Hre

konnen die Krifte, die auf die Zahnflanken wirken, berechnet werden. Diese wirken jeweils vom
Medium hoherer Permeabilitdt in Richtung zum Medium kleinerer Permeabilitit, also vom Zahn in
Richtung Nut. Da sich die Zahnflanken gegeniiberstehen, ist die Differenz der Kréfte von Interesse.

Mit der Tangentialkomponente von GI. 2.14

t

Die Formel 148t sich fur die linke und fiir die rechte Zahnflanke schreiben:
1 /uFe 1 1 B 2 o 1 IuFe 1 1 B 2

" - (3.7)
2 pkty H, 2 fbty Hp,
Die Differenz ist damit gegeben durch
-1
Aoc=0,-0, =L~ (B2-B?) (3.8)
215, Hy

Mit Hilfe der Gln. 3.5 und 3.6 findet man

2 2 2
BZ—BZ—B /uFe/Uol _B_ﬂFeﬂol
0 { *z(m)} { 2(a+b)
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2 2
B, +2B, Lirth 1{ Hrelh IJ — B, +2B, Lt 1—( Hrelh Jj

2(a+b) 2(a+b) 2(a+b) 2(a+b) (3.9)
HrHyo
=2B, =1
0 (a + b)
Die Differenz der Normalspannungen lautet damit:
luFe _1 1
Ao =—"——=B1 3.10
T e @en)” 0

Aus der Normalspannung ergibt sich die Kraft Fy auf die Nut durch Multiplikation mit der Flache
A =a * 1. Dabei sind a die Hohe der Nut und / die Léange des Rotors.

Ao g=HrTl @ pop
F,=Ac-4 " (a+b)B° 11 (3.11)
Zu dieser Kraft ist noch die Kraft auf den Leiter hinzuzufiigen. Diese 146t sich angeben, wenn die
FluB3dichte des Hauptflusses im Luftraum By, der Nut bekannt ist. Da das Feld der Maschine in den
Nuten nicht analytisch bekannt ist, kann wieder nur eine Annahme weiterhelfen. In [2] wird die
FluBdichte im Eisen in den Luftraum der Nut umgerechnet nach der Kontinuititsbeziehung fiir B
von Gl. 2.5:

B, = 1B, (3.12)

Dies fiihrt zu

B, =B, = 5 (3.13)
HreHy HE,

Man nimmt also an, das By, im gesamten Nutenraum konstant ist. Dann betrdgt die Kraft F; auf
den Leiter

FL:LBO-I-I (3.14)
Fe
Die Gesamtkraft, die der Strom im Leiter bewirkt, lautet damit
FeF,+F=t"1_@¢ p ;4 lp -1-1:{’” _1L+i}30 v (3.15)
u (a+b) u, uola+b) p

Wenn nun die Nutenbreite b gegen die Hohe a vernachlassigt wird und B, — B, geht (schmale
Nut), kommt man zu dem gewiinschten Ergebnis von GI. 1.1
F=B, 11 (3.16)

Das Ergebnis ist damit zwar nicht exakt gefunden und gilt nur fiir konstante Permeabilitit. Aber GI.
3.15 14Bt doch erkennen, dal die Tendenz stimmt und die Seitenwénde der geschlossenen Nut
tatsdchlich einen sehr grofen Teil der Kraft aufbringen.

Im Rahmen der hier getroffenen Vereinfachungen ist die Kraft der Nut % mal grofer als die
a+

Kraft auf den Leiter.

4 Berechnung der Nutenkraft nach Eckhardt

Das Nutenfeld von Bild 4.1 aus [4] legt einen Feldverlauf nach Bild 4.2 nahe. Der eingezeichnete
Feldverlauf geht zweimal duch den Luftspalt. Der Streuflull B, in der Nut wird vernachléssigt.
Idealisiert 146t sich schreiben

§Hds=1=HFez(b+a)+H525 (4.1)
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Die Feldstiarken fithren zu den FluB3dichten

By, = p,pHp, B = pyH s (4.2)
Niherungsweise gilt, wenn der Streuflull B, vernachldssigt wird
Br. = B; (4.3)

a2 —

QUZJ
%oqe

s‘ PR,
y
B v AB: a
®|[t*],,
\4 1 v
Bo
B
b
Bild 4.1: Nutenfelder aus [4] Bild 4.2: Felder bei offener Nut
Daraus erhélt man einen Zusammenhang zwischen Hs und Hp..
HpboH g, = pioH 5
H, = LH s (4.4)
/LIFe
Damit kann H; aus Gl. 4.1 berechnet werden:
luFe

H, =——"%2"° -] 4.5

o 2[b+a+yFe5] (45)
Normalerweise gilt b+ a << u,,,6 . Dann erhélt man als Ndherung

1

H,~— 4.6

° 28 (4.6)

Der prozentuale Fehler betragt

o = o= Haar 1000, =( 2, —1)100% =(—2[b+a+“”5]—1j-100% BRI
541 54.1 M 20 7%

Realistische Daten sind z. B.:

s = 1000

atb=0,12m

5 =0,002m

a=2%000=— 12" 10005 =69%
10,5 1000-0,0027m
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Der Fehler der Vernachléssigung liegt also in der GroBenordnung von 6%. Nimmt man diesen in
Kauf, kann man mit GI. 4.6 arbeiten und mit den GIl. 4.2 und 4.3 schreiben:

B(S:BFezg_;j (4.7)

Dies ist der bei Eckehardt [4] verfolgte Ansatz. Dieser wird dort dazu benutzt, um die Kraft aus der

magnetischen Luftspaltenergie zu berechnen, was zu dem Ergebnis von Gl. 1.1 fiihrt und im
Abschnitt 5 wieder aufgegriffen wird.

Abweichend davon soll hier noch einmal, wie im Abschnitt 3, die Kraft auf die Nutenflanken iiber
die magnetischen Fldchenspannungen untersucht werden. Mit Gl. 4.7 herrschen an den linken und
rechten Nutflanken die tangentialen Fludichten

Ho
B, =B, +B.=B, +%%] 4.8
1l 0 o 0 25 ( )
Ho
B, =B,—B,=B,— 7] 4.9
tr 0 o 0 25 ( )

Diese konnen in Gl. 3.8 eingesetzt werden. Dort ist die Differenz der tangentialen Fludichten zu
bilden:

2 2
B,f—B,,?:BOZ+2BO§‘—;1+(ﬂ1j —BOZ+2BOﬂ1—(ﬂ1j =2,

Die Differenz der Flachenspannungen betragt damit
Ao-:'uFe—_IZBOﬂ]:'uFe_z_lBO] (4.11)

21uF221u0 o Hp, O
Die Multiplikation mit der Flidche der Nut A = a / (a Nuthohe, / Rotorlidnge) liefert die Kraft

Fy=Ao-d=He"19p 1 (4.12)
/uFe 5
Mit der FluB3dichte in der Nut nach Gl. 3.13 erhilt man fir die Kraft auf den Leiter wieder
FL:LBO-I-I (4.13)
/uFe

Als gesamte durch den Strom im Leiter verursachte Kraft folgt somit

F=F, +F =“F62_;Bol-a-l+LBol-l

Nut Leiter
ll’l Fe ILI Fe

F{”Fe‘l- a_, 1 }BOI-I (4.14)

ﬂFe ﬂFed lLlFe

Mit der relativen Permeabilitit des Eisens von sz, > 1000 ergibt sich als Naherung

F~—2_BI-1 (4.15)
ILIFEé‘

Diese Ergebnis weicht erheblich von GI. 1.1 ab. Mit dem Luftspalt 6 tritt eine Geometriegrofle auf,
die mit den Abmessungen der Nut nichts zu tun hat. Das uz, im Nenner fiihrt auerdem zu einem
stark reduzierten Ergebnis, das weit von der Zielgrof3e von GI. 1.1 entfernt ist. Die relative

Abweichung betrigt
© BI-1-B,-I
a:F4.16_F1.1 ::uFe5 __4a _lza_ﬂFe5 (4.16)
E.l BOI l IuF65 IuF65
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Mit den Daten a=0,1 m, 6 =0,002 m, uz = 1000 ergibt sich eine prozentuale Abweichung a von
der Grofle

%% = L H0 10, = 21m =1000-0.002m 350 g0, (4.17)
U, 1000-0,002m
0 35 50 60 mm 105

Bild 4.3: Feldverlauf einer 2-Poligen Maschine aus [7]

Dieses Ergebnis iiberrascht zunichst. Die Kraft auf die Nutenflanken ist 90 % zu klein. Das
Ergebnis deckt sich aber mit den Berechnungen in [3]. Im Vergleich zu Abschnitt 3 mufl man
beriicksichtigen, daf eine vollig andere Nutenstruktur vorliegt und darum die tangentialen
Feldstirke-unterschiede an den linken und rechten Nutenflanken deutlich geringer ausfallen. Die
vom Strom erzeugt Fludichte betrug bei

Gl. 3.4 (geschlossene Nut) By,,,.c _ Hrth] und bei GI. 4.7 (offene Nut) B; =B,, =thy

2(a+b) 20
Angesichts dieses Ergebnisses kann man nicht davon ausgehen, dal bei offenen Nuten die geringere
Kraft auf den Leiter durch Krifte der Tangentialkomponenten des Feldes ausgeglichen wird, zumal
nach GI. 2.14 den Normalkomponenten des Feldes ein wesentlich groBBeres Gewicht zukommt.

Bei der Betrachtung des Feldlinienverlaufs von Bild 4.3 aus [7] fillt auf, daB die angenommene,
idealisierte Annahme iiber den Feldverlauf auch nicht stimmt. Die Tangentialkomponenten des
Feldverlaufs sind nicht vorherrschend. Statt dessen sind auch Normalkomponenten, die in die
offene Nut eingreifen zu beriicksichtigen, wie dies bei Humburg [3] beschrieben wird.

S Berechnung der Kraft auf den Leiter aus der Luftspaltenergie

Die Energiedichte im magnetischen Feld ist [2]

w:lB-HziB2 (5.1)
2 2u

Aus dieser Energiedichte soll jetzt die Kraft berechnet werden, die durch einen genuteten Leiter im

Feld einer elektrischen Maschine erzeugt wird. Wir lehnen uns an die Darstellung in [5] an. Dazu

wickeln wir eine zweipolige Gleichstrommaschine in die Ebene ab. Das Bild 5.1 zeigt oben den

Stator mit seinen zwei Polen und unten den Rotor mit einer Leiterschleife. Dieser befindet sich an

der Stelle xo. Die Pole erzeugen ohne Ankerstrome das Feld B
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Mitten durch die Pole wird ein Umlauf gebildet, der den ersten Leiter der Schleife gerade nicht
einschliet (Bild 5.1 oben), aber den zweiten. Der Durchflutungssatz liefert fiir diesen Fall die
Feldstirke im Luftspalt:

4 I
%N‘}Bf@lsca }Slg

»

v
L@
b {5
.
X0 X
4 I
Yy B @ ® A l
v
0 ) T 5
SIS =d
Xo Xt {

Bild 5.1: Abwicklung des Motors mit zwei Rotorpositionen.

§H(xo)ds =20g+ 1, =2H5(x,)0 + H g, (X))S g, + H g, (X)S g, ® 2H 5(x)0 (5.2)

Darin sind s die Stréme im Stator und [/ der Strom im Rotor. Die Feldstirken im Eisen sind um
ure kleiner als im Luftspalt und werden vernachléssigt. Damit erhédlt man die Ndherung
21,+1
H. (x )85 "R
5(x) Y
Nun wird der Rotor um Ax nach rechts verschoben und befindet sich an der Stelle xo+ Ax. Der
gleiche Umlauf liefert diesmal als Ergebnis fiir die Feldstarke im Luftspalt

(5.3)

§H(x0 +Ax)ds =21 — I, ~ 2H ;(x, + Ax)S (5.4)
21,—1
H(x, +Ax) ~ —5——2X 5.5
s (¥ +Ax) 5 (5.5)
Die Luftspaltinduktionen fiir die beiden Fille betragen
Hy Hy Hy
By(x))=puHs(x)) 21+, ~B, +—>1 5.6
5(X0) = o H 5(x,) 5 ST sk s s R (5.6)
Hy Hy Hy
B (x,+Ax)=pu,H +A)y~—I,——I[,~B, ——1 5.7
s(Xo ) = toH 5(x, ) 5 ST os5R ST s R (5.7)
B

= %I s 1st das Feld der Maschine. Hier ist zu beachten, daf3 diese Flu3dichte im Bereich der Nut

nicht vorhanden ist. Wir tun aber so, als wenn es der Fall wire. Die Anderung der Energiedichte
durch die Verschiebung betrdgt dann

Aw = w(x, + Ax) — w(x,) :%[B;(xo +A%) - B, (xy)] (5.8)
Hy

Die Auswertung der eckigen Klammer liefert

10
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B, (x, + Av) - B, (x,)] = (B_,' —ﬂJRj —(Bf +%1Rj

26 o
2 2
=B -2B, Foy | oy | —B2-2B g, | Foy, (5.9)
20 26 " 28 25 *
_ H
=-28,221,
Die Anderung der Energiedichte betrigt damit
Aw=——1 2B, Ho, = leIR (5.10)
2 u 5 o
Im Luftspaltvolumen V=6 [ Ax , mit / als Lénge des Rotors, dndert sich die Energie um den Wert
1

AW:Aw-V:—ngIR-5-1-Ax:—BfIR-l-Ax (5.11)

Die Energieénderung ist negativ, d. h. die Energie hat abgenommen. Die Kraft ergibt sich als
Anderung der Energie nach dem Weg. Sie ist in —x-Richtung gerichtet.

AW
F=—- ™ =-B 1,1 (5.12)
Das Vorzeichen kann iiber die Stromrichtung von I verdandert werden. Mit GI. 5.12 wurde daher
formal die GI. 1.1 bestétigt. Wo diese Kraft am Rotor angreift bleibt dabei offen. Leider kann das
Ergebnis nicht befriedigen, da die Feldstérke iiber der Nut in der Realitét kleiner als B, ist. Diese
Tatsache ist allgemein bekannt und wird beim Entwurf von Maschinen durch den Carterschen
Faktor berticksichtigt, iiber den aus der geometrischen Luftspaltbreite eine magnetisch wirksame
Breite berechnet wird [5, 7].

6 Runde, geschlossene Nut im homogenen Magnetfeld

Bild 6.1 zeigt eine runde, geschlossene Nut mit einem Leiter im Eisen eines Rotors. Das ferne
Magnetfeld B, wird als homogen angesehen. Folgende Bedingungen gelten:

= Zunichst keine Strome im betrachteten Feldraum: rot H=0

= Dabher durch Vektorpotential darstellbar: H=-gradV, A =- v, e, _1, e
or r op
= In Eisen 1 und Nut 2 soll mit p = const. gelten B=uH
divH = ah'vE = la’ivB =—divgrad V, =0
Hou
und die Laplace-Differentialgleichung divgrad V., =AV, =0
2 2
Diese lautet in Zylinder-Koordinaten: 10 ( OV, j+%a Vzm + 0 Ij’” =0
ror\  or r- op Oz
I : . , o'V,
Die Losung ist von z unabhingig. Darum gilt 6—2’" =0
4

Gesucht ist die von z unabhéngige Losung in Zylinderkoordinaten. In Anlehnung an Kiipfmiiller [6]
wird fiir V,, folgender Ansatz verwendet
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b : D .
V o(rsp)=a,-r-cosp+-—Lcosp magnetisches Potential im Eisen
r
by . .
V w(rs@)=a, -r-cosp+—-cosp  magnetisches Potential in der Nut
r

5 y &

Stator Rotor r

By, Hy e ¢

YVYVVVYVYYY

VVYVVVYYVYYY

=

Bild 6.1: Rotor mit runder, geschlossener Nut

26.07.23

(6.1)

(6.2)

Daraus ergeben sich die Komponenten der magnetischen Feldstirke im Eisen (Index E) und in der

Nut (Index N):
H, :_M:—QE-COS¢+Z)—§COS¢
Oor r
H(pE :_lM:aE-sin(p+b—§sin(p
r op r
H, :_M:—aN-coquer—’zvcoqu
or r
H(pN :_lM:aN-sinngrb—g’sin(p
r op r

Die Parameter werden aus folgendenden Randbedingungen bestimmt:

1. Fiir » - 0 muB3 Hy endlich bleiben. Daraus folgt by=0
B, B
2. Fir¢=90°und r — o muB gelten H , = ——L . Daruas folgt a, =— L
/’lE /’lrltlo
3. Fir ¢ =180°und » = R muB gelten p H , = pu,H,;

>

Fir9=90° und r =R muB gelten H =H,

Mit den Gln. 6.7 und 6.8 sind die Parameter by und ag bekannt, ndmlich

Bf
a, =— und by=0.

/Llr/’lo

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)
(6.8)

Aus den Bedingungen 3 und 4 werden nun ay und bg ermittelt. Die Bedingung 3 liefert mit den

Gleichungen 6.3 und 6.5:
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b 1 b
Hoay = ﬂoﬂr[aE _R_Ezj ag = ;azv + R_52 (6.9)
Bedingung 4 ergibt den Zusammenhang

aN:aE+% (6.10)

Aus den Gln. 6.9 und 6.10 erhilt man.

b 1 b

1 b
(1;JR—

by n
a, =2-+t—"r_ 6.11
V=l (6.11)

Mit Gl. 6.11 kann ay in Gl. 6.10 eleminiert werden. Dies ergibt einen Zusammenhang zwischen ag
und bg.

b, u b, b, 2u by (2u —p +1) by p +1
aE=2_2_r__2=_2 = =L =5 A7 =L ot

R p -1 R R\ -1 R uo—1 R\ —1
ag ist aus Gl. 6.8 bekannt, und es folgt fiir b :

B _
s gl (6.12)

b, =—
Moty 4, +1

Aus GI. 6.11 ergibt sich nun fiir ay

B. -
a, = 2L H, (_ S R2 H, lj

Ry =1 mopy g +1
B
a, =—2%. 2 (6.13)
/’IO /’lr+l
Damit konnen die magnetischen Felder im Eisen und in der Nut angegeben werden:
b, . b, .
H,=H,-e +H,-e =|—a;-cosp+—-cosp |-e +|a; sing+—sing |-e,
r r
B R p —1 B R® . -1
o 15 e
M, 1o reop,+1 M, 1 roop, +1
— — bN . bN .
Hy=H, e +H, e, = —aN-cosgo+7c0sgo e, + +aN-s1ngo+7smgo ‘€,
H :ﬁ -(cosgo-e —-singp-e ) (6.15)
" ILIO Iur +1 ' !
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Die Feldstérke in der Nut ist homogen und wegen cosg-e, —sing-e, =e, in x-Richtung

gerichtet, wie das Bild 6.2 zeigt.

Bild 6.2: Resultierende der Kreiskoordinaten von Bild 6.1

Der Betrag der Feldstérke hat in der Nut die Grof3e

B
”HNW:JHW?+HW2:J@m.am¢Y+Qm.gn¢fzwmnzzzfﬂ1+1 (6.16)
r0

Die Feldstarken an der Umrandung der Bohrung betragen im Eisen, also bei » = R

B, 2 B, 2

H,=—"— cos @ H{/}E:——-—-smgo (6.17)
Moty M, +] Hy M, +1

und in der Nut
B B

Hy="L.—2 .cosp  Hy=—L—2 .sing (6.18)
/LIO ﬂr+l ﬂo ﬂ”—‘rl

7 Berechnung der Kraft auf die runde Nut

Da nun die Felder am Rand der Nut bekannt sind, kann die Kraft auf die Nut mit den Mitteln aus
Kapitel 2 berechnet werden. Nach dem Schema der Kraft auf den Leiter in der Form F=IxB-/ ist
bei einem Strom in positive z-Richtung von Bild 6.1 eine Kraft in y-Richtung zu erwarten. Dabei ist
[ die Lange der Nut. Die Kraft auf die Nut ergibt sich aus der Fldchenspannung o7, , die senkrecht
auf dem Nutenrand steht und zum Mittelpunkt gerichtet ist, da sie vom Medium mit der hoheren
Permeabilitét 1; = 1y 1 in das Medium mit der kleineren Permeabilitit 1, = uy zeigt.

Die Spannungskomponente o; von Bild 7.1 liegt parallel zur y-Achse und hat die Grof3e
O, =0),sng (7.1)
und zeigt im Bereich y >0 in negative y-Richtung.

Da die Felder mit den GIn. 6.14 und 6.15 in Polarkoordinaten vorliegen, d. h. als
Normalkomponente in e-Richtung und als Tangentialkomponente in e,-Richtung, kann man auf
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Gleichung 2.12 zuriickgreifen. In angepaliter Schreibweise mit e; und e, als Einheitsvektoren lauten
die Tangential- und Normalkomponenten
a) fiir die p-Komponente als Tangentialkom-

y A c ponen‘[e1
Gipz = _E(;ul - /Jz)H;E "€, (7.2)
b) fiir die r-Komponente als Normalkom-
f o1 G ® ponen‘[e1
_y Glr2 = __(ILII - ILIZ )HrEgeerN geser ( 73)
(® > 2
I N X
R Zur p-Komponente des Feldes in GI. 7.2 ist
i die vom Leiterstrom / erzeugte Feldkom-
ponente hinzuzufiigen, die kreisformig um den
Strom liegt und daher an jeder Stelle des
Bild 7.1: Richtung der Spannungskomponenten. Nutenrandes den gleichen Wert aufweist.
B
H o =H P -sin¢+i (7.4)
o 27R oy p, +1 27R

Damit wird aus Gl. 7.2 die Beziehung
1
G;/)des = _E(ﬂl - qu )H(/z;Eges ’ e(p ( 75)

Die Kraft in y-Richtung ergibt sich aus den GIn. 7.1 und 7.5 als Integral iiber die Nutenfldche
A= 27RI. Als Flachenelement dient d4 = [Rd¢. Die Kraft Fy,, auf Nut und Leiter lautet damit

2z 2z
Fy,=-R-l[o,-dp=-R-1[o},,sinp-dp
0 0
Nach dem Einsetzen der GIn. 7.3 und 7.4 folgt

ﬂo(ﬂr (
F, = Dp.
N vo" ﬂO ﬂr +1

Zunéchst wird die quadratische Klammer aufgeldst:

. B 2 B 2
I _Er 2 sin’ 9 ——L 2 sin @ L sing-dp =
o\ o p+1 My M, +1 7R \27R

Dies stellt eine Summe von drei Integralen dar mit konstanten Koefizienten und Potenzen von
Sinusfunktionen:

2
I
-sinp+——| singp-d 7.6
@ 27sz @-do (7.6)

j”sin3g0-d¢) =§cos3 p—cosp|” 2%(:os3 27 —cos2rx —%cos3 0+cos0=0
0

zjﬂsinzgo-d(o =l¢)—lsin2¢) 7= ﬂ—lsin47r —O+lsin0 =7

0 2 4 4 4

2

[sing-dp=—cosg|;"=—-cos2z+cos0=0

0

Das erste und das dritte Integral sind Null. Das mittlere Integral liefert den Beitrag:
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_ 27 B _ B
ok, 1)R_l( ;.2 Ijsinzmd(p:ﬂo(ﬂé D, Br 2 1

Ny = 5 .=

u—1
F, =—"—-1-B,1 7.7
Ny ﬂr+1 f ( )

Neben der Kraft auf die Nut wirkt noch die Lorenzkraft in y-Richtung auf den Leiter. Diese hat die
GroBe F; = I By l. Die Feldstirke H,y in der Nut wurde mit Gl. 6.16 bestimmt zu

B, 1
H, =2— (7.8)
IUO Iur +1
Die Fluf3dicht in der Nut betrdgt B, = u,H , und die Kraft auf den Leiter folglich
2
FLy:[-BxN-l:’urJrlIBfl (7.9)
Die Gesamtkraft in y-Richtung ist damit
_ _ 4 -l 2 _
F—FNy+FLy—lur+1-IBfl+mIBfl—IBfl (7.10)

Dies ist nun in der Tat das Ergebnis von GI. 1.1.

Radiale Felder

Die Radialkomponente der Spannung o, von Gl. 7.3 an der Grenzschicht fiihrt zu einen Ausdruck
fiir die Kraft, dessen Integral den Wert Null ergibt. Man erhilt die Beziehung

2z 2z
Fy,==R-l[c} -dp=—-R-1{c],sinp-dp
0 0

1 2z )
FNr = E(ﬂl - /’lz)R .lerEgeerNgeS SIn(o ) d¢
0

Hier werden die Radialkomponenten der Gln. 6.17 und 6.18 eingesetzt. Dies ergibt ein Integral von
der Form

2z
F,, :choszwsinw-dwzo
0

Die radialen Feldkomponenten leisten daher keinen Beitrag zur Kratft.

8 Zusammenfassung

Die Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter im magnetischen Feld ist gegeben durch GI. 1.1:
F=B,1-1.

In elektrischen Maschinen liegen die Leiter meistens in Nuten, in denen die Feldstirke stark
reduziert ist. Man geht nun davon aus, dal die geringeren Kréfte auf den Leiter durch magnetische
Kréfte ausgeglichen werden, die auf Wandungen der Nuten wirken. In Kapitel 3 lies sich dies fiir
geschlossene Nuten mit einfachen Mitteln ndherungsweise nachvollziehen. Die Tangentialfelder an
den Nutenflanken glichen die geringeren Krifte am Leiter weitgehend aus. In [6] sowie in
Abschnitt 7 wurde auch auf analytischem Wege gezeigt, daB3 fiir eine runde, geschlossene Nut das
Ergebnis von Gl. 1.1 formal genau erreicht wird unter der Annahme konstanter Permeabilitét.
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In Kapitel 4 ist der Versuch gescheitert fiir eine offene Nut auf dem Weg von Kapitel 3 zum
gleichen Ergebnis zu kommen. Hier treten neben den tangentialen Feldkomponenten auch
Normalkomponenten im Nutbereich auf, die der Ansatz nicht beriicksichtigen konnte.

In Kapitel 5 wurde die vom Strom im Leiter verursachte Kraft iiber einen Energieansatz ermittelt,
wie das in vieler Literatur praktiziert wird [3, 4, 5, 7]. Dabei kommt man zwar formal zum Ergebnis
von GI. 1.1. Da dieses Ergebnis bei der Auslegung von Maschinen dennoch nicht befriedigt,
beriicksichtigt man die Feldschwichung durch die Nutung mit Hilfe des Carterschen Faktors, {iber
den der geometrische Luftspalt in eine magnetisch wirksame Grof3e umgerechnet wird [5, 7]. Bei
gleicher Durchflutung stellt sich dann ein schwicheres Luftspaltfeld ein.

Zusammenfassen kann man also sagen, da3 die Gl. 1.1 in grober Ndherung auch fiir genutete Leiter
gilt. Formal kommt man bei runden, geschlossenen Nuten zu dem Ergebnis, dal die Kréfte gleich
sind, egal ob der Leiter im Luftspalt oder in der Nut liegt. Dabei wird aber miBlachtet, dafl auch bei
der runden, geschlossenen Nut eine ungleichméfige Feldverteilung im Luftspalt entsteht, die eine
genaue Ubereinstimmung der Krifte verhindert..
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